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E-school di Arrigo Amadori

Analisi |
Seriedi Taylor

01 — Introduzione.

Laseriedi Taylor permette di approssimare una funzione qualunque in un polinomio di grado
qualunque. L’ approssimazione, inoltre, puo essere portata alla precisione desiderata.

Essendo i polinomi le funzioni piu semplici datrattare, € ovvio chelaserie di Taylor costituisce
uno strumento di calcolo insostituibile.

In questo capitolo ci limitiamo alle serie di Taylor delle funzioni reali. | concetti qui esposti
verranno successivamente estesi alle funzioni complesse e alle funzioni sui sottoinsiemi di
Re .

02 — Seriedi Taylor.

Sia f unafunzione numericarealedi dominio [a,b] esia xO0 unpuntodel dominio.
Se lafunzione e indefinitamente derivabilein x0 laserie:

1 1 1 .
f':xu:""':?f_Iu:'frlixu:"l‘g'ix_xu:'jf"':xn:'"‘E':x_quf”(%]"‘---"‘g':x_xuj FM x4 =
= ]' ] ]
=2~ (a=5)" S (%)
Bl Al
s chiamaseriedi Taylor dellafunzione f di puntoiniziale x0.

Ricordiamoche n!'=1*2*3* ... * n (fattorialedi n),che 0!=0 ,1!=1, eche:
IV x) = F(x)

Si puo facilmente notare che la serie di Taylor di valoreiniziale 0 corrisponde allaformula
mostrata nel capitolo relativo alle serie di potenze per quanto riguarda la derivata.

Se s verificache:

@)= 3~ (xm 1) £ (rg), x€ [a,5)

uopn 2!
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Si dicechelafunzione f éesviluppabilein seriedi Taylor di valoreiniziale x0 nel punto X .

Lasviluppabilitadi unafunzionein serie di Taylor non € sempre possibile. Vi sono funzioni che
hanno la serie di Taylor non uguale alla funzione stessa.

Cio significa che data una funzione qualunque, si puo sempre determinare la sua serie di Taylor
rispetto ad un punto iniziale (basta che la funzione sia derivabile indefinitamente in quel punto)
malaserie di Taylor ottenuta non € sempre uguale allafunzione data.

Vi sono alcuni teoremi che assicurano la convergenza della serie di Taylor allafunzione data.
03 — Teoremi sulla conver genza.

Si chiamaresto n+1-esmo dellaserie di Taylor ladifferenzafralafunzione e la sua serie di
Taylor di puntoiniziale xO troncataal termine n-esimo e si indicacon :

Rpn() = /(1) -3 %(:’f— %) £ ()
ol v

Si dimostrache:

lafunzione f numericarealedefinitasu [a,b] ésviluppabilein seriedi Taylor di
puntoinizialle xO appartenentead [a,b] nel punto x appartenentead [a, b]
seesoloseil reston+l-esmotendea O per n tendenteal’infinito, ovvero se:

lim R, =0

Un atro teorema, di piu semplice utilizzo del precedente, afferma che (omettiamo la dimostrazione) :

siadatalafunzione numericareale f definitasu [a, b] . Lafunzione siaanche continua
ederivabile indefinitamentesu [a, b] elederivate siano tutte continue. Consideriamo
ipunti XO ed x di [a,b] con xO0<x .Seesstonoi numeri reali positivi ¢ ed

L tali che:

sup |f'i”?' {x]| <o It ¥ne It (0]

B

allora f ésviluppabilein seriedi Taylor di puntoiniziale xO nel punto x .

Questo teorema € molto importante perché tramite semplici considerazioni sulle derivate permette
di stabilire se unafunzione e sviluppabile in serie di Taylor.

Per gli sviluppi in seriedi Taylor di puntoiniziale O esisteil teoremadi Bernstein che afferma
(omettiamo la dimostrazione) :

sia f unafunzione numericareale positivao nulladefinitasu [0, r] edivi indefinitamente
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derivabile con derivate continue tutte positive o nulle nell’intervallo [0, r] . Sotto queste
condizioni f esviluppabilein seriedi Taylor di puntoiniziale O nel punto x appartenente
al’intervallo [0, 1] .

Per concludere |’ argomento sulla convergenza delle serie di Taylor e fornire tutti gli strumenti
necessari a verificarla, riportiamo (senza dimostrazione) alcune formule per calcolare il resto
di unaseriedi Taylor di puntoiniziale x0 nel punto x.

Resto secondo Lagrange:

Ry () = (x—x P ()

(7 + 1)l

Resto secondo Cauchy :
Run() = (5= £ (5= 7)™ ©)

dove & € unopportuno numero reale appartenente al’intervallo [x0, x] .

L e due formule permettono di fare considerazione sul resto di unaserie di Taylor ed in particolare
di fare una stima sulla sua grandezza e quindi una stima sulla bonta dell’ approssi mazione ottenuta
troncando la serie di Taylor a termine n-esimo.

04 — Esempi.
Riportiamo alcuni esempi di sviluppo in serie di Taylor.
-1- y =senx
laseriedi Taylor di puntoinizide 0 é:

2 3 3 5 7
X X X

senx = sernl+ xcos U+%I:—SEHU:I +x3_||:_ cos+.. =2 ——+———+

a5

che converge alafunzione per ogni valoredi x appartenentead R inquanto
sen X elesue derivate successive sono tutte <1 per cui sono valide le condizioni
per la convergenza.

Si noti nel grafico seguente la precisione dello sviluppo (per n=5):
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in
V |
—10 tyd
ot 10
Y = zingx)
y = zviluppo in zerie di Taulor
-2- Yy = COS X
laseriedi Taylor di puntoinizide 0 é:
1 1 1 1 1

cosx = cos 0+ x({—gen) +E x* (—cos) +—xsenl+ . . = l—gx2 +Ex"r —axﬁ
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che converge alafunzione per ogni valoredi x appartenentead R (considerazioni
analoghe al caso precedente)
-3- y=exp(x)

laseriedi Taylor di puntoiniziale 0 é:

1 1 1 1 i |
e = b e+ % L =1+ +—x3+_..:2—x”
2 3) ] ]

che converge alafunzione per ogni valoredi x appartenentead R inquanto
laderivatan-esimadi exp(x) € exp(X) che e unafunzione crescente per cui |
afunzione e le sue derivate sono tutte minori di unvalore expa preso
convenientemente (X < a).

Si noti nel grafico seguente la precisione dello sviluppo (per n=5):
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=10 g2

[N in

Y = expix)

Y = aviluppo in zerie di Taulor

Fine.

Pagina precedente

Home page

file://IC|/Programmi/Apache%20Group/Apache2/htdocs/W...rrigoAmadori/lezioni/SerieDiTaylor/SerieDiTaylor.htm (6 of 6) [26/09/03 18.24.43]


file:///C|/Programmi/Apache%20Group/Apache2/htdocs/WebArrigoAmadori/lezioni/Matematica.htm
http://utenti.lycos.it/arriama/

	Local Disk
	Analisi I : serie di Taylor


